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ABSTRACT 

Our purpose in this research is the development of higher order 

Runge-Kutta methods for solving stiff systems. We have developed 

methods of order five, six, and seven. We studied their stability Region and 

applications for solving stiff systems. Then we developed the corresponding 

implicit forms of these methods and we analyzed their stability and 

implementation for solving stiff systems. 
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 الملخص
كوتا من الرتب العليا )الخامسة والسادسة والسابعة(  -تم في هذا البحث اشتقاق طرائق رنج 

 هاتم تطوير  التيالطرائق  لحل المسائل الابتدائية الصلبة )الجافة( ثم دراسة مناطق الإستقرارية لهذه
في حل المسائل الابتدائية الصلبة . وكما تم إيجاد فترات الإستقرارية  هاإلى طرائق ضمنية . وتطبيق

لهذه الطرائق . وهذه الطرائق الجديدة سهلة الاستخدام والبرمجة مقارنة مع الطرائق العددية الأخرى 
 فة( . لهذا النوع من المسائل الابتدائية الصلبة )الجا

كوتا من الرتب العليا، المعادلات التفاضلية الإعتيادية، المسائل -طرائق رنج الكلمات المفتاحية:
 الصلبة. 
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 :لمقدمةا  .1

ظهرت المسائل الصلبة منذ نصف قرن ،ومضت عليها بضع سنين من الإهمال حتى قال   
 .ء بالمسائل الصلبة "ن العالم ملي" أصبح كل واحد مدركاً أ  1960 نحوفي  G.Dahquistالعالم 

أستخدمت مسائل القيم الإبتدائية عند دراسة حركة النوابض ذات الصلابة المختلفة ومنها أشتقت 
 [2]المسألة إسمها. 

  1952سنة  Gurtissو  Hirschfelderكان أول ظهور لمصطلح الصلابة في بحث لـ  
عة من صيغ التكاملات العددية  في مسألة في علم الكيمياء الحركية ،إذ قاما بإقتراح أول مجمو 

 [2]الملائمة لمسائل القيم الإبتدائية الصلبة. 
طرائق ذات الخطوة الواحدة فجاءت مشابهة في التصميم ال  1975سنة  Cashثم طور  

كوتا للتكامل العددي الفعالة للأنظمة الجافة وغير الجافة من المعادلات التفاضلية من -لطرائق رنج
 [7]الدرجة الأولى.

حساباً ملائماً للتكامل العددي للأنظمة الجافة يضم صيغ   1983سنة  Cash  كما طور 
 [6]كوتا الضمنية.-رنج

وفي السنوات الأخيرة أبتكرت طرائق عددية للمعادلات التفاضلية الصلبة وتم تطبيق قسم  
 منها بنجاح على أنواع معينة من المعادلات التفاضلية الصلبة. 

خوارزميات عددية متوازية جديدة لحل أنظمة المعادلات  وتطويرجاد إيتم  2000في سنة و  
 [10]كوتا الضمنية الجزئية التوازي.-التفاضلية الإعتيادية الجافة كما تم إشتقاق طرائق رنج

  :كوتا الصريحة من الرتب العليا-طرائق رنج 2. 

حل أنظمة   كوتا الصريحة من الرتب العليا من الطرائق المهمة في-طرائق رنج دتع 
 تعطينا نتائج قريبة جداً إلى النتائج الحقيقية. إذالمعادلات التفاضلية الصلبة 

كوتا الصريحة من الرتب العليا للحيلولة  -ولقد إهتم العلماء والباحثون في إيجاد طرائق رنج 
 دون الحصول على نتائج غير صحيحة بتاتاً.

-ام مركزاً على إيجاد وإشتقاق طرائق رنجومنذ أوائل السبعينات ولحد الآن لايزال الإهتم 
 كوتا الصريحة من الرتب العليا وتطويرها بحيث تعطينا دقة في النتائج وسهولة في الإستخدام. 

 كوتا الصريحة من الرتب العليا التي تم التوصل إليها.-سنتطرق الآن إلى طرائق رنج 
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 [3]وتا الصريحة من الرتبة الخامسة:رنج ك طريقة 2.1

 : الآتي من الرتبة الخامسة تكون بالشكلكوتا الصريحة -صيغة رنج  إن 
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48

h
yy 654321n1n ++++++=+  
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 [ .  (1.1)] انظر الشكل  −)0,2.3(فترة إستقرارية هذه الطريقة  
 

 كوتا الصريحة من الرتبة الخامسة -فترة إستقرارية طريقة رنج (1.1)شكل ال

 [3] السادسة:وتا الصريحة من الرتبة  ك-رنج قةطري 2.2

 : تيالآمن الرتبة السادسة بالشكل  كوتا الصريحة  -صيغة رنج تكون  
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 [ .  (1.2)] انظر الشكل  −)0,6.3(فترة الإستقرارية لهذه الطريقة 

 كوتا الصريحة من الرتبة السادسة -قة رنجفترة إستقرارية طري (1.2)شكل ال

 [3] السابعة:وتا الصريحة من الرتبة ك-طريقة رنج2.3   

 :الآتي كوتا الصريحة من الرتبة السابعة تكون بالشكل-صيغة رنج 
)kkk2k4k24k48k80k32(

192

h
yy 87654321n1n ++++++++=+  

 أنحيث 
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 [ .  (1.3)الشكل  ] انظر −)0,7.3(فترة الإستقرارية لهذه الطريقة 

 
 كوتا الصريحة من الرتبة السابعة-فترة إستقرارية طريقة رنج (1.3)شكل ال

 العليا:كوتا الصريحة من الرتب -فترة الإستقرارية لطرائق رنج2.4   
 [2,1]:تأمل مسألة القيم الإبتدائية الآتية  

]b,a[x,y)x(y),y,x(fy 00 ==      ... (1) 

 [2,1] :الآتي تكون بالشكل   Rوتا من المرحلة ك -إن الصيغة العامة لطريقة رنج
)h,y,x(hyy nnn1n +=+       ... (2) 

  [2,1] إذا كان :  Pأنها من الرتبة  Rكوتا من المرحلة  -يقال أن الصيغة العامة لطريقة رنج
)

1p
h(O1ny)1nx(y
+

=+−+        ... (3) 
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 [2,1] : ما يأتي على معادلة الفروقات نحصل على  (2)بإستخدام الصيغة 
n1n y)h(Ey =+         ... (4) 

 [2,1] : ما يأتي تخدام مسألة الإختبار نحصل على وبإس
00 y)x(y,yy ==         ... (5) 

 وهكذا فإن : 

)h(Oh
!p

1
...............h

!2

1
h1r)h(E 1pp2

1
++++++==    ... (6)  

hh أن حيث =   1وr  متعددة حدود من الدرجةR   فيh . 
كوتا من الرتب العليا كما في الجدول الآتي. -وعليه تكون فترات الإستقرارية لطرائق رنج 

 :الآتي اد هذه الفترات بإستخدام الرسم مع الأخذ بنظر الإعتبار أنه تم إيج
 

 فترة الإستقرارية
1r 

RK 
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 الصلبة:على المسائل  تطبيقات 2.5
كوتا الصريحة من الرتب العليا على المسائل  -في هذه الفقرة سوف يتم تطبيق طرائق رنج 
 مع بيان مدى كفاءة هذه الطرائق :الصلبة 

 ( : 2.5.1مثال )
 ضلية الآتي :حل نظام المعادلات التفا 

1)0(y,y1000y1001y

1)0(y,yy

2122

121

−=−−=


==


 

 .h=0.002سوف نأخذ قيمة طول الخطوة 
ومدى كفاءة هذه  hكوتا الصريحة إلى مدى تأثير إستخدام طول الخطوة -تشير طرائق رنج 

 .  الاعتياديةالطرائق مقارنة بالطرائق 
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 ( : 2.5.2مثال )
 ظام المعادلات التفاضلية الآتي :حل ن 

1.0)0(y),y1(2)yy(200y

1.0)0(y),yy(y600y

22
3

122

1
3

12
2

11

−=−+−−=


=−=


 

 .h=0.001سوف نأخذ قيمة طول الخطوة 
 

كوتا الصريحة من  -قيم الخطأ لرنج
 الرتبة الخامسة

 القيم الحقيقية
كوتا الصريحة من الرتبة  -قيم رنج

 الخامسة

yقيم الخطأ لـ
2

yقيم الخطأ لـ 
1

yقيم  
2

yقيم  
1

yقيم  
2

yم قي 
1

 

0 0 -1 1 1- 1 

3.3307e-13 3.3307e-13 -0.998 0.998 -0.998 0.998 

6.648e-13 6.648e-13 -0.99601 0.99601 -0.99601 0.99601 

9.952e-13 9.952e-13 -0.99402 0.99402 -0.99402 0.99402 

1.3243e-12 1.3243e-12 -0.99203 0.99203 -0.99203 0.99203 

1.652e-12 1.652e-12 -0.99005 0.99005 -0.99005 0.99005 

1.9785e-12 1.9785e-12 -0.98807 0.98807 -0.98807 0.98807 

2.3037e-12 2.3037e-12 -0.9861 0.9861 -0.9861 0.9861 

2.6276e-12 2.6276e-12 -0.98413 0.98413 -0.98413 0.98413 

2.9501e-12 2.9501e-12 -0.98216 0.98216 -0.98216 0.98216 

3.2715e-12 3.2715e-12 -0.9802 0.9802 -0.9802 0.9802 

كوتا الصريحة من الرتبة  -بإستخدام طريقة رنج (2.5.1)نتائج حل المسألة في المثال  (1.1)جدول ال
 الخامسة 
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كوتا الصريحة من  -قيم الخطأ لرنج
 الرتبة الخامسة

 القيم الحقيقية
كوتا الصريحة من الرتبة  -قيم رنج

 الخامسة

yقيم الخطأ لـ
2

yقيم الخطأ لـ 
1

yقيم  
2

yقيم  
1

yقيم  
2

yقيم  
1

 

0 0 -0.1 0.1 -0.1 0.1 

1.6012e-05 5.4445e-07 -0.079707 0.099459 -0.079723 0.09946 

4.1277e-05 1.4336e-06 -0.063115 0.099032 -0.063156 0.099034 

5.6747e-05 1.9968e-06 -0.049564 0.098697 -0.049621 0.098699 

6.5164e-05 2.3244e-06 -0.038498 0.098435 -0.038563 0.098437 

6.8593e-05 2.4873e-06 -0.029459 0.098233 -0.029528 0.098235 

6.8578e-05 2.537e-06 -0.022078 0.098079 -0.022146 0.098081 

6.6267e-05 2.5105e-06 -0.016049 0.097964 -0.016115 0.097966 

6.2501e-05 2.4348e-06 -0.011125 0.09788 -0.011188 0.097883 

5.7891e-05 2.3292e-06 -0.0071035 0.097823 -0.0071614 0.097825 

5.2121e-05 2.1684e-06 -0.0038196 0.097786 -0.0038717 0.097788 

كوتا الصريحة من الرتبة  -بإستخدام طريقة رنج (2.5.2)نتائج حل المسألة في المثال  (1.2)جدول ال
 الخامسة 

 

كوتا الصريحة من الرتب العليا مدى كفاءة هذه  -وعليه يتضح من إستخدام طرائق رنج 
 الطرائق مقارنة بالطرائق الإعتيادية ومدى دقتها من حيث النتائج . 

 العليا:منية من الرتب الض كوتا-طرائق رنج3.  

أفضل الطرائق العددية لحل المسائل الصلبة هو إستخدام الطرائق الضمنية لذلك إهتم  نا 
 العلماء والباحثون في إيجاد وإشتقاق هذه الطرائق التي تعطينا دقة في النتائج . 

 .لعلياا كوتا الضمنية من الرتب-عتماداً على هذه الخاصية تم مؤخراً إيجاد طرائق رنجا  
وكما هو معروف فإن حل المسائل الصلبة يعتمد على فترات الإستقرارية للطرائق العددية ،لذلك 

كوتا الضمنية من الرتب العليا أن تكون فترات إستقراريتها أكبر -أصبح الهدف العام من طرائق رنج
 من مثيلاتها الصريحة . 

 :  7، 6، 5كوتا الضمنية من الرتب -نشتق طرائق رنج
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 [3] الخامسة:وتا الضمنية من الرتبة  ك-رنج طريقة 3.1

كوتا  -كوتا الصريحة من الرتبة الخامسة تكون صيغة رنج-عتماداً على طريقة رنجا  
 : الآتيمنية من الرتبة الخامسة بالشكل الض
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 : نفاوعليه  
)kkk6k12k20k8(

48

h
yy 654321n1n ++++++=+  

 [ .  (2.1)] انظر الشكل  −)0,6.3(ية هذه الطريقة  فترة إستقرار 

 كوتا الضمنية من الرتبة الخامسة-فترة إستقرارية طريقة رنج (2.1)شكل ال
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 [3] السادسة:وتا الضمنية من الرتبة  ك-رنج طريقة 3.2

كوتا -كوتا الصريحة من الرتبة السادسة تكون صيغة رنج-إعتماداً على طريقة رنج 
 : الآتي منية من الرتبة السادسة بالشكلالض
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 :   فان  وعليه 

)212244016(
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76543211 kkkkkkk
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yy nn +++++++=+

 

 [ .  (2.2)] انظر الشكل  −)0,7.3(فترة إستقرارية هذه الطريقة   

  
 كوتا الضمنية من الرتبة السادسة -فترة إستقرارية طريقة رنج (2.2)شكل ال
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 [3] السابعة:تا الضمنية من الرتبة  كو -رنج طريقة 3.3

منية كوتا الض-كوتا الصريحة من الرتبة السابعة تكون صيغة رنج-طريقة رنجإعتماداً على  
 :الآتي  بالشكل من الرتبة السابعة
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 فان وعليه

)2424488032(
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876543211 kkkkkkkk
h

yy nn ++++++++=+

 

 [ . (2.3) ] انظر الشكل −)0,7.4(فترة إستقرارية هذه الطريقة   

 كوتا الضمنية من الرتبة السابعة-فترة إستقرارية طريقة رنج (2.3)شكل ال
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 العليا:كوتا الضمنية من الرتب -الإستقرارية لطرائق رنج فترات3.4   
 R  : [2,1]كوتا من المرحلة -تأمل الصيغة العامة لطريقة رنج 

)h,y,x(hyy 1n1nn1n +++ +=       … (7) 
 [2,1] إذا كان : Pهي من الرتبة  Rمن المرحلة  (7)كوتا الضمنية -يقال بأن صيغة رنج

)h(Oy)x(y 1p
1n1n

+
++ =− 

 [2,1] لفروقات نحصل على :على معادلة ا  (7)غة بإستخدام الصي
                                      … (8)                                  n1n y)h(Ey =+ 

 [2,1] وبإستخدام مسألة الإختبار :
00 y)x(y,yy ==        … (9) 

 [2,1] نحصل على :

)h(Oh
)!1p(

1
...............................h

!2

1
h1r)h(E 1p1p2

2
++ +

+
++++==  ... (10)  

hhيث ح =  2وr  متعددة حدود من الدرجةR    فيh . 
كوتا الضمنية من الرتب العليا كما في  -وعليه تكون فترات الإستقرارية المطلقة لطرائق رنج 

 : الآتي  رسمالجدول الآتي . مع الأخذ بنظر الإعتيار أنه تم إيجاد هذه الفترات بإستخدام ال
 

 فترة الإستقرارية
2r 

RK 

(-3.6,0) 
!6!5!4!3!2

1
65432 hhhhh

h ++++++
 

5 

(-3.7,0) 
!7!6!5!4!3!2

1
765432 hhhhhh

h +++++++
 

6 

(-4.7,0) 
!8!7!6!5!4!3!2

1
8765432 hhhhhhh

h ++++++++
 

7 

 

 الصلبة:على المسائل  تطبيقات 3.5
كوتا الضمنية من الرتب العليا على المسائل -في هذه الفقرة سوف يتم تطبيق طرائق رنج 

 الصلبة مع بيان مدى كفاءة هذه الطرائق .
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 ( : 3.5.1مثال )
كوتا الضمنية من الرتبة  -( بإستخدام طريقة رنج2,5,1المعادلات في المثال )حل نظام  
 الخامسة . 

 . h=0.002سوف نأخذ قيمة طول الخطوة 
  hكوتا الضمنية من الرتب العليا إلى مدى تأثير إستخدام طول الخطوة -تشير طرائق رنج 

 ومدى كفاءة هذه الطرائق مقارنة بالطرائق الصريحة . 

 :  (3.5.2مثال )
كوتا الضمنية من الرتبة  -( بإستخدام طريقة رنج2,5,2حل نظام المعادلات في المثال ) 
 الخامسة . 

 . h=0.001سوف نأخذ قيمة طول الخطوة 
كوتا الضمنية من الرتب العليا مدى كفاءة هذه  -وعليه يتضح من إستخدام طرائق رنج 

 .  الطرائق مقارنة بالطرائق الصريحة ومدى دقتها في النتائج

كوتا الضمنية من  -قيم الخطأ لرنج
 الرتبة الخامسة

 القيم الحقيقية
كوتا الضمنية من الرتبة  -قيم رنج

 الخامسة

yقيم الخطأ لـ
yقيم الخطأ لـ 2

yقيم  1
yقيم  2

yقيم  1
yقيم 2

1  

0 0 -1 1 -1 1 

3.3351e-13 3.3362e-13 -0.998 0.998 -0.998 0.998 

6.6702e-13 6.6713e-13 -0.99601 0.99601 -0.99601 0.99601 

1.0003e-12 1.0006e-12 -0.99402 0.99402 -0.99402 0.99402 

1.3335e-12 1.3343e-12 -0.99203 0.99203 -0.99203 0.99203 

1.6678e-12 1.6679e-12 -0.99005 0.99005 -0.99005 0.99005 

2.0012e-12 2.0014e-12 -0.98807 0.98807 -0.98807 0.98807 

2.3354e-12 2.3349e-12 -0.9861 0.9861 -0.9861 0.9861 

2.6686e-12 2.6685e-12 -0.98413 0.98413 -0.98413 0.98413 

3.0024e-12 3.002e-12 -0.98216 0.98216 -0.98216 0.98216 

3.3356e-12 3.3354e-12 -0.9802 0.9802 -0.9802 0.9802 

كوتا الضمنية     من  -بإستخدام طريقة رنج (3.5.1)نتائج حل المسألة في المثال  (2.1)جدول ال
 الرتبة الخامسة 
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كوتا الضمنية من  -قيم الخطأ لرنج
 الرتبة الخامسة

 القيم الحقيقية
كوتا الضمنية من الرتبة  -قيم رنج

 الخامسة

قيم الخطأ 

yلـ
2 

قيم الخطأ 

yلـ
1 

yقيم 
yقيم 2

yقيم   1
yقيم  2

1 

0 0 -0.1 0.1 -0.1 0.1 

8.1918e-06 2.8755e-07 -0.079707 0.099459 -0.079715 0.09946 

2.7068e-05 9.7337e-07 -0.063115 0.099032 -0.063142 0.099033 

3.732e-05 1.3745e-06 -0.049564 0.098697 -0.049602 0.098698 

4.1473e-05 1.5724e-06 -0.038498 0.098435 -0.038539 0.098437 

4.1419e-05 1.6311e-06 -0.029459 0.098233 -0.029501 0.098234 

3.8559e-05 1.5966e-06 -0.022078 0.098079 -0.022116 0.09808 

3.3923e-05 1.5021e-06 -0.016049 0.097964 -0.016083 0.097965 

2.8257e-05 1.3713e-06 -0.011125 0.09788 -0.011153 0.097882 

2.2095e-05 1.221e-06 -0.0071035 0.097823 -0.0071256 0.097824 

1.5057e-05 1.0238e-06 -0.0038196 0.097786 -0.0038347 0.097787 

من الرتبة   كوتا الضمنية-خدام طريقة رنجبإست (3.5.2)نتائج حل المسألة في المثال  (2.2)جدول ال
 الخامسة 

 الإستنتاجات :
ائل القيم الإبتدائية كوتا من الرتب العليا لحل مس-إن أهم ماتناوله البحث هو طرائق رنج 

الصلبة التي تعد من الأمور المهمة لتعلقها بموضوعات مهمة في حياتنا اليومية مثل موضوعات 
 ا مما يدخل فيه هذا النوع من المسائل .مالكيمياء وشبكة المعلومات وغيره

  وتم إستخدام  ، الرتب العليا لحل المسائل الصلبةكوتا الصريحة من -تم إشتقاق طرائق رنج 
هذه الطرائق لحل المسائل الصلبة وقد تبين أن هذه الطرائق ناجحة في المسائل الصلبة إذ تم 

 الحصول على نتائج وكانت دقيقة .
كوتا الضمنية من الرتب العليا لحل المسائل الصلبة وقد كانت  -كما تم إشتقاق طرائق رنج 

لمسائل وتم الحصول على نتائج  هذه الطرائق أفضل من مثيلاتها الصريحة في حل هذا النوع من ا
واقعة   hحيث تكون  hكوتا الصريحة إعتماداً على قيمة طول الخطوة -أفضل بكثير من نتائج رنج

 كوتا من الرتب العليا بنوعيها الصريحة والضمنية . -داخل منطقة الإستقرارية لطرائق رنج
 ليا الصريحة والضمنية .كوتا من الرتب الع-دراسة فترات الإستقرارية لطرائق رنج تكما تم 
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كوتا من الرتب العليا تعد أفضل الطرائق لحل مسائل  -مما سبق يتضح أن طرائق رنج 
 القيم الإبتدائية الصلبة وبأخطاء قليلة . 
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